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Resumen. Los grandes fisico-matematicos de Occidente como Fourier, Euler, Mersenne, D’Alembert Galileo,
Lagrange, Bernoulli, nunca estuvieron ajenos a la musica. Prueba de esto son sus innumerables tratados, libros o
compendios que versaron sobre temas como la proporcién armonica, el sonido musical, la tension de las cuerdas, la
escala comun y la numérica, o las cuerdas accidentales. Ya desde la antigiiedad existen referencias que informan que
la escuela pitagorica estaba influenciada por sus conocimientos sobre las medias (aritmética, geométrica y armonica),
las cuales se habian retomado para la escala numérica llamada hoy Diatdnica (Guthrie, 1999, p. 17). En el presente
articulo se pretende explorar la forma como la musica ha sido tratada por estos matematicos.
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The music in the great Western mathematicians

Abstract. Great Western mathematicians physicists, as Fourier, Euler, Mersenne, Galileo ID’Alembert, Bernoulli,
were never outside the music. Proof of this are their incontable treaties, books or compendia dealing with topics like
the harmonic proportion, musical sound, strings tension, the common and numeric scale, or accidental strings. Sin-
ce ancient times there are references that inform, that the Pythagorean school was influenced by their knowledge of
the average (Arithmetic, geometric and harmonic), which had been re-used for the numerical scale now called Diato-
nic (Guthrie, 1999, p. 17) This article is intended to explore how the music has been treated by these mathematicians.
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Antonio Eximeno en su tratado De/ origen y
reglas de la miisica comenta que ‘“‘es un an-
tiguo error suponer que la musica se deriva
de las proporciones matematicas” (Eximeno,
1978, p. 63). El presente escrito no preten-
de tal cosa, intenta hacer un corto desarro-
llo histérico de la musica en relacion con los
aportes que le hicieron grandes matematicos.
Una primera parte o entrega estara dedicada
a notas historicas sobre matematicos de la
antigiiedad hasta el siglo XVIII. La segunda,
a aquellos personajes que hicieron intere-
santes aportaciones en los siglos XIX y XX,
cuando se da comienzo a la aplicacién de
técnicas matematicas para la composicion
de musica, en formas o corrientes musicales
como el Dodecafonismo, el Serialismo inte-
gral y la musica estocastica.

ILa escala musical de 12 notas utilizada ac-
tualmente en Occidente no es producto de
la casualidad, es consecuencia de una bus-
queda de sonidos que se pueden combinar
armonicamente mediante ciertas proporcio-
nes matematicas. Igualmente, la construc-
cion de una escala a partir de una nota se
logra mediante unos intervalos (la octava, la
quinta y la cuarta) y un procedimiento mate-
maticamente repetitivo que utilizaron en su
tiempo los pitagoricos, quienes fueron los
primeros de los que se tenga constancia de
que hiciesen un estudio de la escala musical,
utilizando las propiedades y relaciones de la
armonia musical, la cual estaria determina-
da por los nimeros, ya que pensaron que
las relaciones de estos son las relaciones de
todas las cosas. Para ellos los nimeros fue-
ron lo primero en toda la naturaleza.

Pitdgoras influenci6 a los pitagoricos (siglos
VI-III a.C) al heredatles sus conocimientos
sobre las medias (aritmética, geométrica y

armonica) y su misticismo por los nimeros
naturales y la musica. Es conocido que en
su afan por explicar de forma matematica
los intervalos, fue sorprendido por el so-
nido ritmico que producia el golpe de los
martillos en el yunque de un herrero.

Utilizando cinco martillos pudo comprobar
que uno rompia la escala de sonidos por-
que tenfa un peso que no estaba en relacién
numérica con los otros cuatro, por lo cual lo
eliminé y, con los restantes, obtuvo conclu-
siones que abrieron camino para la musica
en Occidente. Si nos atenemos al relato que
hiciera Boecio, escritor que vivio en el siglo
VI después de Cristo, es ilustrativo recordar
los siguiente:

Pitagoras, obsesionado por el problema de ex-
plicarse matematicamente los intervalos fijos
de la escala, al pasar frente a una herrerfa, le lla-
m6 la atencién la musicalidad de los golpes de
los martillos sobre el yunque. Entré y observé
largamente. Luego, al experimentar, utilizo cin-
co martillos. El peso de cuatro de ellos estaba
en la proporcion de 12,9, 8 y 6. El quinto, cuyo
peso no correspondia a relacién numérica al-
guna con el resto, era el que echaba a perder la
perfeccion del repiqueteo. Fue retirado y Pita-
goras volvio a escuchar. El mayor de los mar-
tillos, cuyo peso era doble del mas pequefio,
daba la octava mas baja. Como los pesos de los
otros dos martillos (9 y 8) correspondian a las
medias aritmética y armonica respectivamen-
te de los primeros pesos (12 y 0), pensé que
aquellos dos martillos le darfan las otras notas
fijas de la escala (O Meara, 1989, p. 11).

Esto lo llevo a probar con cuerdas cuyas
longitudes eran de razones 1:2 y 2:3 (media
armonica de 1y 2) y 3:4 (media aritmética
de 1y 2), con lo cual pudo comprobar que
producian combinaciones de sonidos me-



La misica en los grandes matematicos de Occidente

lédicamente agradables, logrando construir
una escala a partir de estas proporciones.
Para gufa del lector, en matematica 3:4 es la
media aritmética de 1 "2, mientras que 2:3
es la media armonica de 1 V2.

Enla Edad media se les llamaba a estos inter-
valos diapasén, diapente y diatesarén. Hoy
los llamamos octava, quinta y cuarta porque
corresponden a esas notas de la escala pita-
gorica diatonica (do, re, mi, fa, sol, la, si, do).

Las tres medias (armonica, geométrica y arit-
mética) forman una progresion geométrica.
Sin embargo posteriores trabajos hechos
por monjes en la Edad media haran que esta
sea rechazada por su inconmensurabilidad.
Siglos mas tarde, el matematico Mersenne
creo la escala cromatica para corregir esta
desviacion ya que correspondia exactamen-
te al Fz sostenido de la escala cromatica.

Existen referencias de que Claudio Ptolomeo,
el matematico greco-egipcio (ano 100- 170
d.C) incursiond en el mundo de la musica. De
hecho, en su tratado de teorfa musical “Har-
monicos”, hizo un analisis comparativo de los
fundamentos de la musica griega y la pita-
gorica de su época. Pensaba que “en las leyes
matematicas subyacen los sistemas musicales como en
los cuerpos celestes y que, por tanto, ciertas notas se
correspondian con ciertos planetas y las distancias en-
tre estos y sus movimientos” (Newton, 1977, p.31).
Esta idea habfa sido propuesta por Platon en
el mito de la musica de las esferas, musica no
escuchada ya por nosotros pero que es pro-
ducida por la revolucion de los planetas.

El Siglo de las luces: de la Ilustracion
(siglo XVII) al siglo XVIII.

El Siglo de las luces se inicia con referencias
a la musica. La primera obra de René Des-
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cartes, también llamado Renatus Cartesius
(1596 - 1650) fue Compendium Muiscae, que
significa el Compendio de Musica. En éste
se describen y explican las proporciones
matematicas que se dan en las vibraciones
armonicas de las cuerdas musicales. Llama
la atenciéon que su dedicatoria reza “escrito
con prisa solo para vos”(Descartes, 1683 p.3), y
se le habla al lector de las pasiones, aquellas
engendradas en el alma por el sonido armoé-
nico de la musica.

El compendio, que fuera escrito durante su
alistamiento como caballero voluntario en
el ejército del Principe de Orange (Holan-
da), lo realiz6 mientras trataba e investigaba
temas de la milicia: la balistica, la ingenie-
ria militar y la navegacion. Fue terminado
para el 31 de Diciembre de 1618 y sirvi6
de regalo de afio nuevo a Beeckman, quien
para su época era un destacado fisico-ma-
tematico y gran teérico musical, se dedica-
ba a estudiar las consonancias y disonancias
fisicas, asi como la teorfa de los modos y
todas aquellas cuestiones relacionadas con
el placer de la audicion.

En el Compendio de la musica, Descartes
analiza por qué la Quarta (Cuarta) no suena
tan bien como si acontece con la Quinta.
En la misma linea iniciada por el gran Pi-
tagoras en su serie armonica, la Quarta es
en realidad un armoénico de la Quinta. En
el siguiente parrafo, Descartes va un paso
mas alla que Pitagoras en sus ideas sobre la
vibracion de las cuerdas, al afirmar que “de
Ditono, Tertia y Sextia los sonidos mds agradables,
lo son porque son en realidad de proporcion miil-
tiple del fundamental, con lo que nos introduce en
el concepto tedrico de que la cuerda vibra en varias
ondas que son miiltiplo de la fundamental” (Des-
cartes, 1618, pp. 19-22). Infortunadamente
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Descartes no profundizé6 mas sobre estos
problemas que fueron resueltos en el siglo
siguiente.

La escala cromatica o temperada

Para el siglo XII compositores y musicos
empezaron a separarse de la tradicién de la
escuela pitagorica, creando nuevos estilos y
tipos de musica. Esto los llevé a crear dife-
rentes formas de afinar, si bien seguian uti-
lizando las matematicas para poder calcular
los intervalos sin seguir los principios de los
pitagoricos. Este cambio causé desacuerdo
entre los matematicos, quienes querfan una
estricta fidelidad y adherencia a sus férmu-
las, mientras que los musicos buscaban re-

glas faciles de aplicar.

La solucién hallada fue la escala cromatica,
desarrollada mucho antes para resolver los
constantes problemas de afinacion. Gracias
a ella se pudo descubrir que se podia cam-
biar de una tonalidad a otra sin tener que
modificar la afinaciéon de cualquier instru-
mento de la época. Esta escala no se popu-
lariz6 hasta 1627, cuando el fraile, fil6sofo y
matematico Mersenne (1588 —1648) publi-
cara su obra Harmonie universelle, contenant la
théorie et la pratique de la musique, en la que es-
tudiarfa diversos campos de la teologia, las
matematicas y la teorfa musical. Serfa Mar-
senne quién formulara las invaluables reglas
para afinar que son usadas hoy en dia.

La escala cromatica es la forma musical que
permite mantener series dentro de un espa-
cio definido. La transiciéon de la afinacién
pitagorica a la cromatica llevo siglos y ocu-
rri6 de forma paralela al cambio en la rela-
cién entre la forma tradicional y la nueva.
Entre quienes se interesaron por la relacion

habida entre la musica, las matematicas y
la escala cromatica se destacan musicos del
Barroco tardio -entre 1700 y 1750- como
Vivaldi, Handel y Bach. Para estos siglos, la
orquestacion crecié en complejidad y el arte
del contrapunto alcanzé su maxima expre-
sion con Bach. Asi mismo la 6pera se popu-
lariz6 por toda Europa. Ya para la época del
Clasicismo (1750-1820) se utiliz6 la escala
cromatica con gran conocimiento y maes-
trfa por Mozart, Haydn y Beethoven, pero
también se retornd a una musica mas senci-
lla, de estilo galante.

Pero, ¢de qué trata esta escala cromatica,
referenciada en Armonia universal? Esta per-
mite la creacién de una sucesion en la que
todos los intervalos son iguales, dividiendo
la escala de do a do en 12 partes iguales (12
semitonos). Con la escala cromatica se re-
solvia un viejo problema, el de cambiar de
tonalidad, el modular sin tener que volver a
ajustar la afinacién. El viejo problema de la
‘coma pitagorica’ habia desaparecido.”

Para calcular la frecuencia de cada nota en la
escala cromatica, Mersenne enunciaba que
dada su escala (para encontrar la nota La),
se deberfa usar la siguiente férmula: F (1)=
440 * 2'i/12, donde (i) es la escala o la dis-
tancia de la nota La. Aclarando que si F (i)

2. La coma pitagdrica es un intervalo musical que resulta de la dife-

rencia entre doce quintas perfectas y siete octavas. Su expresion
numérica es ()2 - y su magnitud es de 23,46 cents, siendo esto
algo menos de la cuarta parte de un sewitono temperado.
Para el sistema de afinacion pitagirico que construye la escala uti-
lizando exclusivamente quintas perfectas, el circulo de quintas
no se cierra porque las doce quintas del circulo (con su corres-
pondiente reduccion de las octavas necesatias) no equivalen al
unisono ni a la octava. Dicho de otra forma: el sucesivo encade-
namiento de factores de frecuencia iguales a 3:2 (la quinta) nunca
produce un valor que se pueda reducir a la relacion 2:1 (la octava).
Ningun numero es al mismo tiempo potencia de 3 y de 2, salvo
la unidad, que representa el unisono. La quinta que se usa artificial-
mente para completar el circulo es una coma pitagérica menor
que la guinta justa, y se conoce como quinta del lobo.
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es negativa, la tecla, en el caso del 6rgano o
el clavecin, estarfa a la izquierda.

c ) .. :

Tomemos como ejemplo lo siguiente: se

quiere encontrar la frecuencia de la nota Do

del teclado de un clavecin, la cual se encuen-
bl

tra a nueve teclas a la izquierda. Al utilizar la
formula tendremos: 440 * 2 -9/12 = 261.63

Antonio Eximeno, en su tratado titulado
Del origen y reglas de la miisica (1978), presenta
una interesante comparacion y diferencia-
ciéon entre las frecuencias de las escalas na-
tural, pitagorica y cromatica.

Escala Natural: 275.00 302.50 330.00 357.50
385.00 412.50 440.00 495.00

Escala Pitagdrica: 260.74 278.44 293.33 309.03
330.00 347.65 371.25 391.11 417.66 440.00
463.54 495.00

Escala Cromatica: 261.63 277.18 293.66
311.13 329.63 349.23 369.99 392.00 415.30
440.00 466.16 493.88

La traduccion de I.’Harmonie universelle
(1636) hecha por Mersenne muestra que
esta obra trata sobre la teorfa musical y los
instrumentos musicales. Una de las mayores
contribuciones en este campo es la idea se-
gun la cual dos veces la raiz de w2 era la
razon principal de un semitono.

Este valor, calculado para su época, era algo
mas afinado que el calculado en 1588 por el
gran genio matematico y fisico italiano Ga-
lileo Galilei (1564 —1642) y que todavia se
utiliza: 18/17. Lo interesante de este aporte
de Mersenne es que tenia la cualidad de po-
derse construir de una forma directa con
escuadra y un compas. La descripcion que
hiciera Mersenne de la determinaciéon de
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la primera frecuencia absoluta de un tono
audible, hoy conocido como 84 Hz, impli-
caba que, para entonces, ya habia podido
demostrar que la razén de la frecuencia ab-
soluta de dos cuerdas vibrantes, que dan un
tono musical y su octava es 1:2. Por tanto,
la armonia percibida (consonancia) de tales
notas se explico gracias a que la razon de las
frecuencias de la oscilacion del aire también
era 1:2, lo que ofrecia consistencia a la hipo-
tesis de la equivalencia entre las frecuencias
de la fuente y el movimiento del aire, que ya
se conocian para la época.

Bl Traité de l'harmonie universelle (1627) se
considera la fuente teérica de la musica del
siglo XVII, especialmente en la Francia de
las luces y la Ilustracion, donde rivalizé in-
cluso con las obras del gran teérico italiano
Pietro Cerone. (1566 — 1625). Al vibrar las
cuerdas, se emiten sonidos. Mersenne hizo
unas reglas o enunciados basados en la pro-
porcionalidad sobre estas vibraciones.

Una proporcién no es mas que una igualdad
entre dos o mas fracciones. La proporcion
es directa si relaciona magnitudes en las que,
al aumentar una, también lo haga la otra y
viceversa. En este caso la regla de tres se
aplicara de la siguiente manera:

(a) Dividir por (b) y Multiplicar a por d

d.a
Entonces € = T

Ahora bien, la proporcién es inversa si im-
plica una relacion de magnitudes en que, al
aumentar una, la otra disminuye y viceversa.
En este caso la regla de tres se aplicara de la
siguiente manera:
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(a) Multiplicar por (b)) y Dividir b por d

—_—
a.b.
() ) Entonces € = vl
_—

La frecuencia del sonido producida por una
cuerda cumple los siguientes enunciados,
conocidos como las Leyes de Marsenne.

El sonido producido por una cuerda es:

I. Inversamente proporcional a la longi-
tud de las mismas.

II. Directamente proporcional a la raiz cua-
drada de la tension a la que esta sometida.

III. Inversamente proporcional a la raiz
cuadrada de la densidad de la misma

IV. Inversamente proporcional a la raiz
cuadrada de la seccién de la misma, o lo

que es lo mismo, a su diametro.

V. Inversamente proporcional a la tem-
peratura, al dilatar la cuerda y hacerle
perder tension (Marsenne, 1636, p. 11).

Este curioso comportamiento de una cuerda
al vibrar generd un interés excepcional nun-
ca antes visto entre los matematicos, ‘“dando
Iugar a una de las controversias mds encendidas y
Jructiferas en la bistoria de las Matemiticas” (Mat-
senne, 16306, p.35).

Para el siglo XVIII, la matematica no se en-
contraba lo suficientemente avanzada como
para abordar este problema. En 1715, Brook
Taylor (1685 - 1731) encontré que el movi-
miento de un punto cualquiera (arbitrario)
de la cuerda es el de un péndulo simple v,
como consecuencia de esto, la forma de la
curva que toma la cuerda en un instante co-
nocido o dado, deberfa ser sinusoidal (fun-
ci6n trigonométrica seno).

Pero existe un problema, pues el sonido
fundamental correspondiente a la vibracion
pendular no es el unico que emite la cuerda
al vibrar. Al hacer esto, se puede observar
que simultaneamente se producen otros so-
nidos de menor intensidad, llamados ‘par-
ciales’. La distribucién e intensidad de estos
parciales (#imbre) son los que diferencian a
los instrumentos o voces que ejecuten la
misma nota.

Para esa época ya se conocia que, en el caso
de los instrumentos de cuerda y viento, las
frecuencias de los sonidos parciales son
multiplos de la frecuencia fundamental F'y
que, de estos multiplos (armoénicos), el pri-
mero es la propia frecuencia fundamental,
el segundo correspondera al doble (2F), el
tercer armonico sera el triple (JF) y asi su-
cesivamente.

La solucién final del problema fue halla-
da ya bien avanzado el siglo XII gracias a
Joseph Fourier (1768 - 1830). Este trabajo
es conocido en matematicas como el ana-
lisis armonico o analisis de Fourier y estu-
dia la representacion de funciones o sefiales
como superposicion de ondas “basicas” o
armonicos, que abrieron las posibilidades a
nuevas formas sonoras para el siglo XX.

Historicamente se conoce que en este inte-
resante debate participaron grandes genios
de la fisica matematica. Es muy conocido el
debate que se dio entre Johann Bernoulli
y Leonhard Euler, al igual que entre Jean-
le-Rond D’Alembert, J. L. Lagrange y L.
Dirichlet. Este trabajo se ha convertido hoy
en herramienta con enormes posibilidades
para aplicaciones en diferentes campos. El
conocimiento de ellas apoy6 el nacimiento
del Dodecafonismo o musica dodecafénica,
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y de la musica estocastica, de la que también
podria decirse que se caracteriza por masas
de sonido, “nubes” o “galaxias”, donde el
nimero de elementos es tan grande que la
conducta de un elemento individual no pue-
de ser determinada, pero si la del todo, en la
cual sin duda esta implicita la Matematica.
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